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Introduction

Définition
Les polylogarithmes multiples aux racines de l’unité (abrégé MLV)
sont des nombres complexes définis par la série

L(i1,...,ir )(z1, . . . , zr ) :=
∑

0<m1<···<mr

z i1
1 · · · z ir

r
mi1

1 · · ·mirr
(1)

où r , i1, . . . , ir ∈ N∗ et z1, . . . , zr dans µN le groupe des racines
N-ièmes de l’unité.

Théorème ([Gon98])
Les MLV possèdent une expression en termes d’intégrales itérées

L(i1,...,ir )(z1, . . . , zr )=

∫ 1

0
Ωir−1

0 ΩzrΩ
ir−1−1
0 Ωzr−1zr · · ·Ω

i1−1
0 Ωz1···zr

(2)
où Ω0 = dt

t et Ωζ = dt
ζ−1−t , (ζ ∈ µN).

YADDADEN Khalef (Université de Strasbourg) GDR TLAG 2022 Dijon
Algèbre de Lie de double mélange et produit croisé 2 / 42



Introduction Formalisme Racinet Position du problème Formulation en produit croisé Algèbres de Lie stabilisateurs Références

Introduction

• Les expressions (1) et (2) permettent d’écrire de façons
différentes un produit de MLV comme combinaisons linéaires
sur Q d’autres MLV. On trouve ainsi des relations entre ces
valeurs appelées relations de double mélange ([Rac]).

• Racinet exhibe et étudie un schéma affine associé à ces
relations et montre qu’il possède une structure de torseur sous
un schéma en groupe, spécialisation pour G = µN d’un
schéma en groupe DMRG

0 associé à G groupe abélien fini.

• Racinet utilise l’action tangente de l’algèbre de Lie dmrG
0 .

• dmrG
0 est une algèbre de Lie graduée liée à l’algèbre de Lie

motivique dont les dimensions composantes graduées ne sont
pas connues.
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L’algèbre de Hopf Q〈〈X 〉〉

• Q〈〈X 〉〉 : algèbre libre de séries formelles non commutatives à
variables dans X = {xg |g ∈ G t {0}}.

• ∆̂ : Q〈〈X 〉〉 → Q〈〈X 〉〉⊗̂2 : coproduit d’algèbre de Hopf sur
Q〈〈X 〉〉 donné par ∆̂(xg) = xg ⊗ 1 + 1 ⊗ xg (g ∈ G t {0}).

• tg : Q〈〈X 〉〉 → Q〈〈X 〉〉 (g ∈ G) : automorphisme d’algèbres
donné par x0 7→ x0 et xh 7→ xgh (h ∈ G).
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L’algèbre de Hopf Q〈〈Y 〉〉

Q〈〈Y 〉〉 : algèbre libre de séries formelles non commutatives à
variables dans Y = {yn,g |(n, g) ∈ N∗ × G}.

Lemme
Il existe un unique coproduit d’algèbre de Hopf sur Q〈〈Y 〉〉 noté
∆̂alg
⋆ : Q〈〈Y 〉〉 → Q〈〈Y 〉〉⊗̂2 donné pour (n, g) ∈ N∗ × G par

∆̂alg
⋆ (yn,g) = yn,g ⊗ 1 + 1 ⊗ yn,g +

n−1∑
k=1
h∈G

yk,h ⊗ yn−k,gh−1 (3)

appelé coproduit harmonique.

Q〈〈Y 〉〉 est vue comme sous-algèbre Q⊕
⊕
g∈G

Q〈〈X 〉〉xg de Q〈〈X 〉〉

via yn,g 7→ xn−1
0 xg .
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Coalgèbre-module Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0

πY : Q〈〈X 〉〉 → Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 : la surjection canonique.

Lemme
• Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 est Q〈〈Y 〉〉-module libre de rang 1.
• Il existe un unique coproduit de coalgèbre
∆̂mod
⋆ : Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 → (Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0)

⊗2 tel que

Q〈〈Y 〉〉 ∆̂alg
⋆ //

πY

��

Q〈〈Y 〉〉⊗̂2

π⊗2
Y

��

Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0
∆̂mod
⋆ // (Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0)

⊗̂2

(4)

commute.
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L’algèbre de Lie L̂ib(X )

L̂ib(X ) : Q-algèbre de Lie libre sur X

L̂ib(X ) ' {ψ ∈ Q〈〈X 〉〉 | ∆̂(ψ) = ψ ⊗ 1 + 1 ⊗ ψ} (5)

Lemme
L̂ib(X ) est munie du crochet de Lie

〈ψ1, ψ2〉 := sψ1(ψ2)− sψ2(ψ1) (ψ1, ψ2 ∈ L̂ib(X )) (6)

où pour ψ ∈ L̂ib(X )
• sψ : endomorphisme Q-linéaire de Q〈〈X 〉〉 donné par

sψ := ℓψ + dψ (7)
• dψ : dérivation de Q〈〈X 〉〉 donnée par

dψ(x0) = 0, et pour g ∈ G , dψ(xg) = [xg , tg(ψ)] (8)
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L’algèbre de Lie dmrG
0

Pour ψ ∈ L̂ib(X ), on pose

ψ⋆ := πY ◦ q(−γψ(x1) + ψ) ∈ Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 (9)

où
• q : Q〈〈X 〉〉 → Q〈〈X 〉〉 : automorphisme Q-linéaire donné par

q(xn1−1
0 xg1x

n2−1
0 xg2 · · · xnr−1

0 xgr x
nr+1−1
0 ) = (10)

xn1−1
0 xg1x

n2−1
0 xg2g−1

1
· · · xnr−1

0 xgr g−1
r−1

xnr+1−1
0

• γψ ∈ Q[[x ]] donné par

γψ(x) :=
∑
n∈N∗

(−1)n+1

n
(
ψ|xn−1

0 x1
)

xn (11)
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L’algèbre de Lie dmrG
0

Proposition-Définition ([Rac])
dmrG

0 est l’ensemble des ψ ∈ L̂ib(X ) tels que

1 (ψ|x0) = (ψ|x1) = 0 ; 2 ∆̂mod
⋆ (ψ⋆) = ψ⋆⊗ 1+ 1⊗ψ⋆ ;

3
(
ψ⋆|xn−1

0 xg
)
= (−1)n−1 (ψ⋆|xn−1

0 xg−1
)

où (n, g) ∈ N∗ × G.

(dmrG
0 , 〈·, ·〉) est une sous-algèbre de Lie de (L̂ib(X ), 〈·, ·〉).
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Actions de (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) sur Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0

Soit ψ ∈ L̂ib(X ). On définit

γsψ := ℓ−γψ(x1) + sψ = ℓ−γψ(x1)+ψ + dψ (12)

Il existe un unique endomorphisme Q-linéaire γsY
ψ de

Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 tel que

Q〈〈X 〉〉
γsψ

//

πY ◦q
��

Q〈〈X 〉〉

πY ◦q
��

Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 γsY
ψ

// Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0

(13)

commute.
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Actions de (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) sur Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0

Lemme
L’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit par endormorphismes sur
l’espace Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 via

ψ 7→ γsY
ψ (14)

Corollaire
L’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit sur l’espace
MorQ

(
Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0, (Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0)

⊗̂2
)

par

ψ · D :=
(
γsY
ψ ⊗ id + id ⊗ γsY

ψ

)
◦ D − D ◦ γsY

ψ (15)
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L’algèbre de Lie stab(∆̂mod
⋆ )

Définition
stab(∆̂mod

⋆ ) := (16){
ψ ∈ L̂ib(X ) | (γsY

ψ ⊗ id + id ⊗ γsY
ψ ) ◦ ∆̂mod

⋆ = ∆̂mod
⋆ ◦ γsY

ψ

}

Proposition ([EF0])

dmrG
0 ⊂ stab(∆̂mod

⋆ ) (17)
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Action de (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) sur Q〈〈Y 〉〉 (cas G = {1})

Lemme
Si G = {1}, alors l’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit par
dérivations sur l’algèbre Q〈〈Y 〉〉 via

ψ 7→ ad−γψ(x1)+ψ + dψ (18)

Corollaire
Si G = {1}, alors l’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit sur l’espace
MorQ

(
Q〈〈Y 〉〉,Q〈〈Y 〉〉⊗̂2

)
par

ψ · D := (19)((
ad−γψ(x1)+ψ + dψ

)
⊗ id + id ⊗

(
ad−γψ(x1)+ψ + dψ

))
◦ D

− D ◦
(

ad−γψ(x1)+ψ + dψ
)
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L’algèbre de Lie stab(∆̂alg
⋆ ) (cas G = {1})

Définition
stab(∆̂alg

⋆ ) :=
{
ψ ∈ L̂ib(X )

∣∣ (20)((
ad−γψ(x1)+ψ + dψ

)
⊗ id + id ⊗

(
ad−γψ(x1)+ψ + dψ

))
◦ ∆̂alg

⋆

= ∆̂alg
⋆ ◦

(
ad−γψ(x1)+ψ + dψ

)}
Proposition ([EF2])

stab(∆̂mod
⋆ ) ⊂ stab(∆̂alg

⋆ ) (21)

Objectif
Généraliser cette inclusion à G 6= {1}.
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Analyse de la situation

Définition
• Q-alg − mod : catégorie des couples (W ,M) de resp.

Q-algèbre et Q-espace tel que M est un W -module.

• Q-HAMC : catégorie des couples (W ,M) de Q-alg − mod
tels que

1 W est munie d’un coproduit ∆W d’algèbre de Hopf.
2 M est muni d’un coproduit ∆M de coalgèbre.
3 ∀w ∈ W , ∀m ∈ M,∆M(wm) = ∆W (w)∆M(m).
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Analyse de la situation

• Pour (M,∆M) dans Q-coalg
DerQ-coalg(M,∆M) :={

end ∈ EndQ(M) | (end ⊗ id + id ⊗ end) ◦∆M = ∆M ◦ end
}

• Pour (W ,∆W ) dans Q-Hopf
DerQ-Hopf(W ,∆W ) :={

der ∈ DerQ-alg(W ) | (der ⊗ id + id ⊗ der) ◦∆W = ∆W ◦ der
}
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Analyse de la situation

• Pour (W ,M) dans Q-alg − mod
DerQ-alg−mod(W ,M) :=

{
(der , end) ∈ DerQ-alg(W )× EndQ(M) |

∀(w ,m) ∈ W × M, end(wm) = w end(m) + der(w)m
}

• Pour (W ,∆W ), (M,∆M) dans Q-HAMC
DerQ-HAMC((W ,∆W ), (M,∆M)) :=

DerQ-alg−mod(W ,M) ∩
(

DerQ-Hopf(W ,∆W )× DerQ-coalg(M,∆M)
)
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Analyse de la situation

Soit
(
(W ,∆W ), (M,∆M)

)
dans Q-HAMC.

Proposition
Soit L une Q-algèbre de Lie munie d’un morphisme
(δ, e) : L → DerQ-alg−mod(W ,M). Alors

(δ, e)−1 (DerQ-HAMC((W ,∆W ), (M,∆M))
) (22)

⊃ ⊃
stab(∆M) = e−1(DerQ-coalg(M,∆M)) δ−1 (DerQ-Hopf(W ,∆W )

)
= stab(∆W )

L

(δ,e)
��

EndQ(M) DerQ-alg−mod(W ,M)oo // DerQ-alg(W )

DerQ-coalg(M,∆M)
?�

OO

DerQ-HAMC((W ,∆W ), (M,∆M))oo //
?�

OO

DerQ-Hopf(W ,∆W )
?�

OO
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Analyse de la situation

Proposition (suite)
Si, de plus, M est un W -module libre de rang 1 alors

e−1 (DerQ-coalg(M,∆M)
)
= (δ, e)−1 (DerQ-HAMC

(
(W ,∆W ), (M,∆M)

))
(23)

Ainsi
stab(∆M) ⊂ stab(∆W ) (24)
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Exemple

Pour G = {1}, on a

• ((Q〈〈Y 〉〉, ∆̂alg
⋆ ), (Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0, ∆̂

mod
⋆ )) dans Q-HAMC

• Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 est un Q〈〈Y 〉〉-module libre de rang 1

• (δ, e) : L̂ib(X ) → DerQ-alg−mod(Q〈〈Y 〉〉,Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0),
ψ 7→ (ad−γψ(x1)+ψ + dψ, γsY

ψ )

Conséquence : stab(∆̂mod
⋆ ) ⊂ stab(∆̂alg

⋆ )
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Cas G 6= {1}

Si G 6= {1}, on a

• ((Q〈〈Y 〉〉, ∆̂alg
⋆ ), (Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0, ∆̂

mod
⋆ )) dans Q-HAMC

• Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 est un Q〈〈Y 〉〉-module libre de rang 1

• e : L̂ib(X ) → EndQ(Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0), ψ 7→ γsY
ψ

Problème
Relever e : L̂ib(X ) → EndQ(Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0) en
(δ, e) : L̂ib(X ) → DerQ-alg−mod(Q〈〈Y 〉〉,Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0).
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Cas G 6= {1}

↰

On cherche δ comme restriction d’une action de L̂ib(X ) sur une
sur-algèbre de Q〈〈Y 〉〉.

Difficulté
L’action ψ 7→ ad−γψ(x1)+ψ + dψ de L̂ib(X ) sur Q〈〈X 〉〉 donne un
couple (δ, e) : L̂ib(X ) → DerQ-alg−mod(Q〈〈X 〉〉,Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0)

mais les δψ (ψ ∈ L̂ib(X )) ne se restreignent pas à Q〈〈Y 〉〉.

On va donc considérer une autre sur-algèbre de Q〈〈Y 〉〉.
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L’algèbre V̂G

Définition
• V̂G : Q-algèbre graduée complète de genérateurs {e0, e1} t G

et relations :
1 g × h = gh 2 1 = 1G 3 g × e0 = e0 × g

• Q〈〈X 〉〉⋊ G : Q-algèbre Q〈〈X 〉〉 ⊗ G munie du produit croisé
(a ⊗ g) ∗ (b ⊗ h) = atg(b)⊗ gh (25)

(a, b ∈ Q〈〈X 〉〉 et g , h ∈ G).

Proposition
Il existe un unique isomorphisme de Q-algèbres Q〈〈X 〉〉⋊ G β→ V̂G
tel que x0 ⊗ 1 7→ e0 ; xg ⊗ 1 7→ −ge1g−1 et 1 ⊗ g 7→ g (g ∈ G).
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L’algèbre de Hopf ŴG

Définition
ŴG := Q⊕ V̂Ge1 : Q-sous-algèbre de V̂G .

Proposition
• La Q-algèbre ŴG est librement engendrée par la famille

Z = {zn,g := −en−1
0 ge1 | (n, g) ∈ N∗ × G} (26)

• ŴG est munie d’une structure d’algèbre de Hopf avec
coproduit ∆̂W

G : ŴG → Ŵ⊗2
G donné par

∆̂W
G (zn,g) = zn,g ⊗ 1 + 1 ⊗ zn,g +

n−1∑
k=1
h∈G

zk,h ⊗ zn−k,gh−1 (27)

• Il existe un unique isomorphisme d’algèbres de Hopf
ϖ : Q〈〈Y 〉〉 → ŴG donné par yn,g 7−→ zn,g , (n, g) ∈ N∗ × G.
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Définition
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Le quotient M̂G

Définition
M̂G := V̂G

/(
V̂Ge0 +

∑
g∈G V̂G(g − 1)

)
. C’est un ŴG -module.

Proposition
Il existe un unique isomorphisme Q-linéaire
κ : Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 → M̂G déterminé par la commutativé de

Q〈〈X 〉〉
β◦(−⊗1)

//

πY ◦q
��

V̂G

−·1M
��

Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 κ
// M̂G

(28)

où − · 1M : V̂G → M̂G la surjection canonique.

YADDADEN Khalef (Université de Strasbourg) GDR TLAG 2022 Dijon
Algèbre de Lie de double mélange et produit croisé 28 / 42



Introduction Formalisme Racinet Position du problème Formulation en produit croisé Algèbres de Lie stabilisateurs Références

Le quotient M̂G

Définition
M̂G := V̂G

/(
V̂Ge0 +

∑
g∈G V̂G(g − 1)

)
. C’est un ŴG -module.
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Le quotient M̂G

Proposition
• (ϖ,κ) : (Q〈〈Y 〉〉,Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0) → (ŴG ,M̂G) est un

isomorphisme dans Q-alg − mod.
• En particulier, M̂G est un ŴG -module libre de rang 1.

Provient du diagramme commutatif

Q〈〈Y 〉〉 ϖ //

πY

��

ŴG

−·1M
��

Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉 x0
κ // M̂G

(29)
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La coalgèbre M̂G

Proposition
• M̂G est muni d’une structure de coalgèbre avec coproduit
∆̂M

G : M̂G → (M̂G)
⊗̂2 donné par la commutativité du

diagramme

ŴG
∆̂W

G //

−·1M
��

Ŵ⊗̂2
G

−·1⊗2
M

��

M̂G
∆̂M

G

// M̂⊗̂2
G

(30)

• ((ŴG , ∆̂
W
G ), (M̂G , ∆̂

M
G )) appartient à Q-HAMC.
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La dérivation derV,(0)ψ

Lemme
Soit ψ ∈ L̂ib(X ). Il existe une unique dérivation de Q-algèbre
derV,(0)ψ de V̂G telle que

e0 7→ 0; e1 7→ [e1, β(ψ ⊗ 1)]; g 7→ 0, (g ∈ G) (31)
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L’endomorphisme γendM,(10)
ψ

Soit ψ ∈ L̂ib(X ). Soit l’endomorphisme de V̂G

γendV,(10)
ψ := ℓβ((−γψ(x1)+ψ)⊗1) + derV,(0)ψ (32)

Lemme
Il existe un unique endomorphisme γendM,(10)

ψ de M̂G tel que

V̂G

γendV,(10)
ψ

//

−·1M
��

V̂G

−·1M
��

M̂G

γendM,(10)
ψ

// M̂G

(33)

commute.
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Action de l’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) sur M̂G

Proposition
L’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit par endormorphismes sur
l’espace M̂G via

ψ 7→ γendM,(10)
ψ (34)

Corollaire
(L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit sur l’espace MorQ

(
M̂G ,M̂⊗̂2

G

)
par

ψ · D :=
(
γendM,(10)

ψ ⊗ id + id ⊗ γendM,(10)
ψ

)
◦ D − D ◦ γendM,(10)

ψ

(35)
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L’algèbre de Lie stab(∆̂M
G )

Définition

stab(∆̂M
G ) :=


ψ ∈ L̂ib(X ) |(
γendM,(10)

ψ ⊗ id + id ⊗ γendM,(10)
ψ

)
◦ ∆̂M

G

= ∆̂M
G ◦ γendM,(10)

ψ

 (36)

Proposition

stab(∆̂M
G ) = stab(∆̂mod

⋆ ) (37)

Provient de :

Lemme
L’action ψ 7→ γendM,(10)

ψ s’identifie à l’action ψ 7→ γsY
ψ via

l’isomorphisme κ : Q〈〈X 〉〉/Q〈〈X 〉〉x0 → M̂G .
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Démonstration

Soit ψ ∈ L̂ib(X )

Q⟨⟨X⟩⟩/Q⟨⟨X⟩⟩x0

γsY
ψ

��

κ // M̂G

γendM,(10)
ψ

��

Q〈〈X 〉〉
β◦(−⊗1)

//

γsψ

��

πY ◦q
55lllllllllllllll

V̂G

γendV,(10)
ψ

��

−·1M
88qqqqqqqqqqqqq

Q⟨⟨X⟩⟩/Q⟨⟨X⟩⟩x0 κ
// M̂G

Q〈〈X 〉〉
β◦(−⊗1)

//

πY ◦q
55lllllllllllllll

V̂G

−·1M

88qqqqqqqqqqqqq
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La dérivation γderW,(1)
ψ

Soit ψ ∈ L̂ib(X ). Soit la dérivation de V̂G

γderV,(1)ψ := adβ((−γψ(x1)+ψ)⊗1) + derV,(0)ψ (38)

Lemme
Il existe une unique dérivation derW,(1)

ψ de ŴG telle que

ŴG

γderW,(1)
ψ

//
� _

��

ŴG� _

��

V̂G

γderV,(1)ψ
// V̂G

(39)

commute.
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L’algèbre de Lie stab(∆̂W
G )

Corollaire
(L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit sur l’espace MorQ

(
ŴG , Ŵ⊗̂2

G

)
par

ψ · D :=
(
γderW,(1)

ψ ⊗ id + id ⊗ γderW,(1)
ψ

)
◦ D − D ◦ γderW,(1)

ψ (40)

Définition

stab(∆̂W
G ) :=


ψ ∈ L̂ib(X ) |(
γderW,(1)

ψ ⊗ id + id ⊗ γderW,(1)
ψ

)
◦ ∆̂W

G

= ∆̂W
G ◦ γderW,(1)

ψ

 (41)
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Inclusion de stabilisateurs

Théorème

stab(∆̂M
G ) ⊂ stab(∆̂W

G ) (42)

•
(
(ŴG , ∆̂

W
G ), (M̂G , ∆̂

M
G )

)
dans Q-HAMC

• M̂G est un ŴG -module libre de rang 1

• (δ, e) : L̂ib(X ) → DerQ-alg−mod(ŴG ,M̂G),
ψ 7→ (γderW,(1)

ψ , γendM,(10)
ψ ) morphisme d’algèbres de Lie

Le résultat découle alors de la proposition en §3.
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Action de l’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) sur Q〈〈Y 〉〉

Lemme
Soit ψ ∈ L̂ib(X ). Il existe une unique dérivation γdY

ψ de Q〈〈Y 〉〉
telle que

Q〈〈Y 〉〉
γdY
ψ

//

ϖ
��

Q〈〈Y 〉〉

ϖ
��

ŴG

γderW,(1)
ψ

// ŴG

(43)

commute.

Lemme
L’algèbre de Lie (L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit par dérivations sur l’espace
Q〈〈Y 〉〉 via

ψ 7→ γdY
ψ (44)
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L’algèbre de Lie stab(∆̂alg
⋆ )

Corollaire
(L̂ib(X ), 〈·, ·〉) agit sur l’espace MorQ

(
Q〈〈Y 〉〉,Q〈〈Y 〉〉⊗̂2

)
par

ψ · D :=
(
γdY
ψ ⊗ id + id ⊗ γdY

ψ

)
◦ D − D ◦ γdY

ψ (45)

Définition

stab(∆̂alg
⋆ ) :=

{
ψ ∈ L̂ib(X ) |(
γdY
ψ ⊗ id + id ⊗ γdY

ψ

)
◦ ∆̂alg

⋆ = ∆̂alg
⋆ ◦ γdY

ψ

}
(46)

Proposition

stab(∆̂alg
⋆ ) = stab(∆̂W

G ) (47)
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Expression explicite de γdY
ψ

Proposition
Pour (n, g) ∈ N∗ × G, on a
γdY
ψ (yn,g) = qY

((
(−γψ(x1)+ψ)xn−1

0 − xn−1
0 tg(−γψ(x1)+ψ)

)
xg
)

(48)

qY : Q〈〈Y 〉〉 → Q〈〈Y 〉〉 : automorphisme Q-linéaire donné par

qY (yn1,g1 · · · ynr ,gr ) := yn1,g1yn2,g2g−1
1

· · · ynr ,gr g−1
r−1

(49)

Remarque
Lorsque G = {1}, on a pour ψ ∈ L̂ib(X ),

γdY
ψ = ad−γψ(x1)+ψ + dψ (50)
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