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Introduction

Définition
Les polylogarithmes multiples aux racines de I'unité (abrégé MLV)
sont des nombres complexes définis par la série

i iy
Z DY Z
- § : 1 r
L(i17---7ir)(zl7 ey Z,-) = —il i (1)
m ... m
o<m<--<m, 1 r
our,in,...,ir € N* et z1,...,z dans uy le groupe des racines
N-iémes de I'unité.

.

Théoreme ([Gon98])
Les MLV possedent une expression en termes d’intégrales itérées
1
. 1 .
Ly, iz, - ,z,):/ Qr 0, Q0 T Qs QT
0
(2)

ou Qo = F et Qe = =9, (¢ € uw)-

.
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Introduction

® Les expressions (1) et (2) permettent d'écrire de facons
différentes un produit de MLV comme combinaisons linéaires
sur Q d’autres MLV. On trouve ainsi des relations entre ces
valeurs appelées relations de double mélange ([Rac]).
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Introduction

® Les expressions (1) et (2) permettent d’écrire de facons
différentes un produit de MLV comme combinaisons linéaires
sur Q d’autres MLV. On trouve ainsi des relations entre ces
valeurs appelées relations de double mélange ([Rac]).

® Racinet exhibe et étudie un schéma affine associé a ces
relations et montre qu'il posséde une structure de torseur sous
un schéma en groupe, spécialisation pour G = py d'un
schéma en groupe DMRg associé a G groupe abélien fini.
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Introduction

® Les expressions (1) et (2) permettent d’écrire de facons
différentes un produit de MLV comme combinaisons linéaires
sur Q d’autres MLV. On trouve ainsi des relations entre ces
valeurs appelées relations de double mélange ([Rac]).

® Racinet exhibe et étudie un schéma affine associé a ces
relations et montre qu'il posséde une structure de torseur sous
un schéma en groupe, spécialisation pour G = pp d'un
schéma en groupe DMROG associé a G groupe abélien fini.

® Racinet utilise |'action tangente de I'algébre de Lie Omtg.
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Introduction

® Les expressions (1) et (2) permettent d’écrire de facons
différentes un produit de MLV comme combinaisons linéaires
sur Q d’autres MLV. On trouve ainsi des relations entre ces
valeurs appelées relations de double mélange ([Rac]).

® Racinet exhibe et étudie un schéma affine associé a ces
relations et montre qu'il posséde une structure de torseur sous
un schéma en groupe, spécialisation pour G = pp d'un
schéma en groupe DMROG associé a G groupe abélien fini.

® Racinet utilise |'action tangente de I'algébre de Lie Dmtoc.
o Dmtg est une algébre de Lie graduée liée a I'algebre de Lie

motivique dont les dimensions composantes graduées ne sont
pas connues.
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@® Formalisme Racinet de la théorie des doubles mélanges

YADDADEN Khalef (Université de Strasbourg) GDR TLAG 202:

Algebre de Lie de double mélange et produit croisé 4



Formalisme Racinet
0@0000000000

L'algébre de Hopf Q((X))

® Q((X)) : algebre libre de séries formelles non commutatives a
variables dans X = {xgz|g € GU {0}}.

o A QUX)) — Q(()A(>>®2 : coproduit d'algebre de Hopf sur
Q((X)) donné par A(xg) =x; ®1+1® x5 (g € GU{0}).

* t, 1 Q((X)) = Q((X)) (g € G) : automorphisme d’algebres
donné par xo — xp et x5 — Xgn (h € G).
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L'algébre de Hopf Q((Y))

Q((Y)) : algeébre libre de séries formelles non commutatives a
variables dans Y = {y,¢|(n, g) € N* x G}.

Il existe un unique coproduit d'algébre de Hopf sur Q({(Y’)) noté
A2 QYY) — QUY))®2 donné pour (n,g) € N* x G par
n—1

B (0s) = g 141 g + Y I g (9

k=1
heG

appelé coproduit harmonique.

Q((Y)) est vue comme sous-algébre Q & P Q((X))xg de Q((X))

geai

V.

via yp g — Xé’_lxg.
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Coalgebre-module Q((X))/Q{(X))xo

Ty Q((X)) = Q((X))/Q((X))xo : la surjection canonique.

* QU(X))/Q((X))xo est Q((Y))-module libre de rang 1.

® || existe un unique coproduit de coalgébre

Aot - QU(X)) /Q((X))x0 = (Q((X)) /Q{(X))x0)** tel que

Aal
A%

Q Q((Y))¥2 (4)

()
N [

Q((X))/Q{{(X))xo ﬂd(@<<x>>/Q<(X>>Xo)®2

commute.
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L'algbre de Lie £ib(X)
£ib(X) : Q-algebre de Lie libre sur X
Sib(X) ~ { € QUX) [AW) =v®@1+10¢}  (5)

@(X) est munie du crochet de Lie

(U1, 2) 1= 5, (¥2) — sy (v1) (Y1, € Tib(X))  (6)
ol pour ¢ € EE(X)
® s, : endomorphisme Q-linéaire de Q((X)) donné par
Sy 1= Ly + dy (7)
® dy : dérivation de Q((X)) donnée par
dy(x0) =0, etpourge G, dy(xg) = [xg, tz(¥)]  (8)
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L'algébre de Lie omt§

Pour ¢ € El\b(X) on pose

e = my 0 q(=yy (1) + ) € Q((X))/Q((X))x0 (9)

ot
° q: QX)) = Q((X)) : automorphisme Q-linéaire donné par

n—1 n—1 n—1 nep1—1

Al XXy Xey Xy XgXo )= (10)
n—1 np—1 . n—1 ney1—1
XO X, g1 XO Xg2 gl— 1 XO Xgrg;11 XO

® v, € Q[[x]] donné par
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L'algébre de Lie omt§

Proposition-Définition ([Rac])

ome$ est I'ensemble des 1) € EE(X ) tels que
© (vlx0) = (v]x) =0; @ Aol(y) = ®1+1®%,;

O (Vi) xg) = (—1)"1 (T/J*|X61_1Xg—1) ou (n,g) € N* x G.
omel, (-,-)) est une sous-algébre de Lie de £ib(X ;{0 ))-
0
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Actions de (£ib(X), (-, -)) sur Q({X))/Q((X))x,

Soit ¢ € £ib(X). On définit
Tsy =Ly, a) TS0 = Loy )4y T dy (12)

Il existe un unique endomorphisme Q-linéaire 751})/ de

Q({X))/Q({X))xo tel que

QUX)) —— 5 QU(X)) (13)

Wyqu( lﬂ'yoq

Q({X))/Q{{X))xo ?@(<X>>/Q<<X>>Xo

commute.
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Actions de (£ib(X), (-, -)) sur Q({X))/Q((X))x,

L’algébre de Lie (£1b(X ), (-, >) agit par endormorphismes sur
espace Q((X))/Q((X))xo via

P 7512/ (14)

Corollaire

|

L’algébre de Lie (L£ib(X), (-,-)) agit sur /'espaceA
Morg QX)) /QUX) )0, (Q{(X))/Q((X))x0)?2) par

D= (") @id+id@ s))oD-Do sl (15)

.
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L'algébre de Lie stab(Amod)

Définition
stab(Amed) .= (16)
{v e Tib(X)| (s} @id+ide 7s)) o Ared = Amedo 1)}

Proposition ([EFO])

omeS C stab(AT09) (17)
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Action de (Et\b(X) (-,)) sur Q((Y)) (cas G = {1})

Si G = {1}, alors I'algébre de Lie (Et\b(X), (-,-)) agit par
dérivations sur I'algébre Q((Y')) via

Y ad—%p(xl)-ﬂl) + dy, (18)

V.

Corollaire
Si G = {1}, alors I'algébre de Lie (E%(X), (-,-)) agit sur I'espace
Morg (Q((Y)), Q((¥))2) par
Y- D= (19)
<<ad—w()<1)+¢ + dd)) ®id+id® (ad—w(X1)+¢ + d¢>> oD

= Do (ad_y )0 + dy)

.
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L'algébre de Lie stab(A%2) (cas G = {1})

Définition
stab(A2e) .= {¢ € Lib(X)| (20)
((8d_syyen + ) @i +id @ (ad_y g + dy ) ) 0 AT

=AY, (ad_w(xl)w + dw) }

Proposition ([EF2])

stab(A™°d) C stab(A2#) (21)

Objectif J

Généraliser cette inclusion a G # {1}.
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Position du probleme
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Analyse de la situation

® Q-alg — mod : catégorie des couples (W, M) de resp.
Q-algébre et Q-espace tel que M est un W-module.

® Q-HAMC : catégorie des couples (W, M) de Q-alg — mod
tels que
@ W est munie d'un coproduit AV d’algébre de Hopf.
® M est muni d’'un coproduit AM de coalgébre.
® Yw c W,Vm e M, AM(wm) = AW (w)AM(m).
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Analyse de la situation

* Pour (M, AM) dans Q-coalg
Derg-coalg (M, AM) =

{end € Endg(M) | (end @ id +id ® end) o AM = AM o end}

* Pour (W, AY) dans Q-Hopf
Derg pops(W, AY) :=

{der € Dergag(W) | (der @ id +id @ der) o AW = AW o der}
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Analyse de la situation

e Pour (W, M) dans Q-alg — mod
Derg-alg—mod (W, M) := {(der7 end) € Derg.aig(W) x Endg(M) |
¥(w,m) € W x M, end(wm) = w end(m) + der(w)m}

® Pour (W,AW), (M, AM) dans Q-HAMC

Derg-uamc((W,AY), (M, AM)) :=
Derg-alg—mod( W, M) N (DerQ_Hopf(W, AW) x Derg.coatg(M, A ))
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Position du probleme
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Analyse de la situation

Soit (W,AY), (M, AM)) dans Q-HAMC.

Proposition

Soit £ une Q-algébre de Lie munie d'un morphisme
(0,€) : £ — Derg-alg—mod(W, M). Alors

(6,€)"* (Dergaamc((W, AY), (M, AM))) (22)
D
stab(AM) = efl(DerQ,coalg(M,AM)) 61 (DerQ,Hopf(W,AW)) = stab(AW) )
e

l(tie)

EndQ(M) — DerQ—alg—mod( W7 M) - DGTQ_alg( W)

Derg coatg(M, AM) «—— Derg.pamc((W, AW), (M, AM)) —— Derg mopt(W, AY)

YADDADEN Khalef (Université de Strasbourg) GDR TLAG 2022 Dijon

Algebre de Lie de double mélange et produit croisé



Position du probleme
000008000

Analyse de la situation

Proposition (suite)

Si, de plus, M est un W-module libre de rang 1 alors

e 1 (Der@_coalg(/\/l, AM)) = ((5, e)_l (Der@_HAMc ((W, AW)7 (/\/I7 AM)))
(23)
Ainsi

stab(AM) C stab(A") (24)
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Exemple

Pour G = {1}, on a
© ((QU(Y)), AYE). QX)) /Q((X))x0, Ayo)) dans Q-HAMC

e QUX))/Q(X))xo est un Q({Y))-module libre de rang 1

* (8,€) : £ib(X) — Dergalg-mod(QUY)), QX)) /Q({X))x0),
¥ (ad_y, ) + dy, 7S))

Conséquence : stab(A™) C stab(A?'2)
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Cas G # {1}

Si G# {1}, ona
* (QUY)). ATE), QX)) /Q{(X))x0, Ay)) dans Q-HAMC
e QUX))/Q(X))xo est un Q({Y))-module libre de rang 1

° e El\b(X) — Endg(Q((X))/Q{(X))x0), ¢ ”SJ

Probleme

Relever e : Lib(X) — Endg(Q((X))/Q{(X))xo) en
(0,€) : £ib(X) = Dergalg—moa(Q{(Y)), Q{(X))/Q{({X))x0).
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Cas G # {1}

L, On cherche & comme restriction d’une action de Et\b(X) sur une
sur-algebre de Q((Y)).

Difficulté
L'action & — ad_, )y + dy de Lib(X) sur Q({X)) donne un

couple (4, e) : 21699 — Derg-alg—mod (Q{(X)), Q((X))/Q((X))x0)
mais les dy, (¢ € £ib(X)) ne se restreignent pas a Q((Y)).

On va donc considérer une autre sur-algebre de Q((Y)).
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O Formulation en produit croisé
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Formulation en produit croisé
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L'algebre Ve

* V¢ : Q-algebre graduée compléte de genérateurs {eg, e1} LI G
et relations :
® gxh=gh 0 1=1¢ O gxeg=gxg
V.
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Formulation en produit croisé

[e] Jelelele]

L'algebre Ve

e V¢ : Q-algébre graduée compléte de genérateurs {eg, a1} UG
et relations :

® gxh=gh ®1=1¢ ©gxe=exg
°* Q((X)) x G : Q-algébre Q((X)) ® G munie du produit croisé
(a®g)* (b® h) = atg(b) ® gh (25)

(a,b € QX)) et g,h € G).

N
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Formulation en produit croisé
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L'algebre Ve

e V¢ : Q-algébre graduée compléte de genérateurs {eg, a1} UG
et relations :

® gxh=gh ®1=1¢ ©gxe=exg
°* Q((X)) x G : Q-algébre Q((X)) ® G munie du produit croisé
(a®g)* (b® h) = atg(b) ® gh (25)

(a,b € QX)) et g,h € G). )

Il existe un unique isomorphisme de Q-algébres Q((X)) x G LA Ve
tel quexo @1 ep; xg @1+ —geig letl®wgr—g (g€ G)
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Formulation en produit croisé
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L’algebre de Hopf Wg

Définition
We :=Qa Ve - Q-sous-algébre de Ve.

* La Q-algébre Wg est librement engendrée par la famille
Z={zng = —e) 'ger|(n g) € N* x G} (26)
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Formulation en produit croisé
00@000

L’algebre de Hopf Wg

Définition
We :=Qa Ve - Q-sous-algébre de Ve.

* La Q-algébre Wg est librement engendrée par la famille
Z={zng = —e) 'ger|(n g) € N* x G} (26)

* Wg est munie d’une structure d ‘algebre de Hopf avec
coproduit A : Weg — WE? donné par
n—1
Azng) = 2ng @1+ 1@ 254 + Z Zkh @ Zn_jgh—1 (27)

k=1
heG
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Formulation en produit croisé
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L’algebre de Hopf Wg

Définition
We :=Qa Ve - Q-sous-algébre de Ve.

* La Q-algébre Wg est librement engendrée par la famille
Z={zng = —e) 'ger|(n g) € N* x G} (26)

* Wg est munie d’une structure d ‘algebre de Hopf avec
coproduit A : Weg — WE? donné par
n—1
Azng) = 2ng @1+ 1@ 254 + Z Zkh @ Zn_jgh—1 (27)

k=1
heG

® || existe un unique isomorphisme d’algébres de Hopf
w : Q((Y)) = We donné par yp g — zng,(n,g) € N* x G.
V.
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Formulation en produit croisé
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Le quotient M

Définition

Mc = ]A2g/ (f)ceo +2 gcc Velg — 1)) C'est un Wg-module.
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Formulation en produit croisé
000800

Le quotient M

Mc = ]A2g/ (f)ceo +2 gcc Velg — 1)) C'est un Wg-module.

.

Proposition

Il existe un unique isomorphisme Q-linéaire
k QX)) /Q((X))xo = M déterminé par la commutativé de

fo(-©1)

Q((X)) Ve (28)
QX)) /Q(X))x0 ———— M¢

ot —-1r: Ve — Mg la surjection canonique.

.
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Formulation en produit croisé
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Le quotient M

Proposition
* (@, £) - (QUY)), QUX))/Q((X))x0) = We, M) est un
isomorphisme dans QQ-alg — mod.

® En particulier, M est un Wg-module libre de rang 1.

Provient du diagramme commutatif

Q{Y)) = We (29)

.| Lo

QX)) /Q((X)) xo —"—— Mg
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Formulation en produit croisé
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La coalgebre M

o M est muni d'une structure de coalgébre avec coproduit
AX: Mg — (Mg)*2 donné par la commutativité du

diagramme
A A¢ A)&2
— 1MJ J(_.ls%j
Me : e
AG

GDR TLAG 2022 Dijon
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@ Algebres de Lie stabilisateurs

DDADEN Khalef (Université de Strasbourg)

Algebre de Lie de double mélange et produit croisé



Algebres de Lie stabilisateurs
0@0000000000

©)

La dérivation derz'

Soit ) € Et\b(X ). Il existe une unique dérivation de Q-algébre
deri’(o) de Vg telle que

e—0; e —[e, By ®1)]; g—0,(geG) (31)
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Algebres de Lie stabilisateurs
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,(10)

. yo M
L'endomorphisme 7end,,

Soit ¢ € Et\b(X) Soit I'endomorphisme de Vg

V,(10) ._ V,(0)
'Yendw = Zﬂ((,%p(xl)er)@l) + derw (32)
I existe un unique endomorphisme Vende’(lo) de Mg tel que
N Vendi’(lo) R
Ve Ve (33)
_.IMJ —1pm
N 'YendeM’(lo) N
./\/lc MG
commute. )
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Algebres de Lie stabilisateurs
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—

Action de I'algebre de Lie (£ib(X), (-,-)) sur Mg

L’algébre de Lie (E«E(X ), (-,-)) agit par endormorphismes sur
I'espace M ¢ via

¥ = Yend), (% (34)

y

Corollaire

(Sib(X), (-,-)) agit sur I'espace Morg (MG, M%z) par

Y-D:= (Vendwf‘/‘,(lo) ®id+id ® Wende,(lo)> oD~ Do Yend} (%
(35)
£
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L'algébre de Lie stab(AX)

Définition
Y € Lib(X) |
stab(AY!) = (”end 19 ®id +id ® Tend))" 10)) oAg" 1 (36)

= AM o 'Yend ,(10)

Proposition

stab(AX') = stab(Amed) (37)

Provient de :

M,(10)

L’action ¢ — Vend s'identifie a I'action ¢ — 751}}/ via

I'isomorphisme k : Q((X)>/(@<<X>)xo — M.
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Démonstration

Algebres de Lie stabilisateurs
000008000000

Soit ¢ € £ib(X)

QX)) /Q{(X))x0 Mg
Tyoq _']-M
Bo(—®1) ~
Q{(X)) Ve
”/sl “fende’(lo)
Vsy 7endz’(lo)
QUX) /(X)) %0 - Mg
Ty oq
R —1m
X »
QX Bo(—&1) Ve
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000800000

wi(1)

La dérivation "der,,”

Soit ¢ € EE(X) Soit la dérivation de Vg

V, V,
”’derlp @ ._ adﬁ((—w(n)+¢)®1) + derw ©) (38)

I existe une unique dérivation derzv’(l) de W telle que
N “Vder:;v’(l) ~
WG WG (39)
A Vderz’(l) A
Ve Ve

commute.
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000080000

L'algebre de Lie stab(AY)

Corollaire

(£ib(X), (-,-)) agit sur I'espace Morg (WG, W®2) par

Y- D= (Vder (1) ®Rid+id® 'Yder 1)> oD—-Do 'VderW (1) (40)

) € Lib(X)|
stab(AR) = (7der)'V @id +id@ Tder) M) 0 AY (41)

= AEV o Vderdy)v’(l)

.

.
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000008000

Inclusion de stabilisateurs

Théoreme

stab(AYY) C stab(AY) (42)

b ((WG, A)é\})’ (MG, A'g/l)) dans Q-HAMC

o MG est un Wg—module libre de rang 1

* (6,€) : Lib(X) = Dergualg—moa(We, Mg),
(NS (Vderz}v’(l), Vende’(lo)) morphisme d'algebres de Lie

Le résultat découle alors de la proposition en §3.
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000000800

Action de I'algebre de Lie (gt\b(X) (+,+)) sur Q((Y))

Soit ¢ € EE(X) Il existe une unique dérivation quz/ de Q((Y))
telle que dY
Q(Y)) ———Q(Y)) (43)

wl lw
w,(1)
Vderw

We ————We

commute.

L’algébre de Lie (Et\b(X ), (-,-)) agit par dérivations sur I'espace
Q{(Y)) via

b 7d) (44)
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000000080

L’algebre de Lie 5tab(Ailg)

Corollaire

(Sib(X), (-,-)) agit sur I'espace Morg (Q((Y>), Q<<Y>>®2> par
D= ("d} @id+id® d)) oD~ Do 7dY (45)
v
A Y € Lib(X) |
algy .
stab(A.) = { ("dY @id+ide 7d)) o A = A% o)
(46) |

Proposition

stab(A2%) = stab(AY) (47)
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Algebres de Lie stabilisateurs
000000000008

Expression explicite de W’dlz,/

Proposition

Pour (n,g) € N* x G, on a

7Y () = av (((—100) 00~ = (s (0) + ) xg)
(48)

qy : Q(Y)) — Q((Y)) : automorphisme Q-linéaire donné par

Ay (Ymgr " Ynrg) = Ymar Y gg? " Ynget, (49

Remarque

Lorsque G = {1}, on a pour ¢ € Et\b(X)

Vdd\; - ad*’Yw(Xl)er) +dy (50)
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