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Introduction

Article : Cluster algebras associated with open Richardson varieties : an algorithm to
compute initial seeds, arXiv :2201.10292

Algèbre amassée : Définition 00’ par Fomin et Zelevinsky [FZ02]

Motivation initiale : étude de la base canonique duale de Lusztig sur les groupes
quantiques dans l’idée de généraliser à d’autres types de structures.

Qu’est-ce qu’une algèbre amassée ? Un anneau unitaire intègre commutatif
possédant une famille particulière de générateurs ; les variables d’amas.

Et concrètement ? Comment on en calcule? A-t-on des algorithmes?

Quel est le rôle joué par la théorie de Lie dans ces algorithmes?
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Algèbres amassées

Exemple prototypique



Totale positivité sur les matrices

Définition

Une matrice M ∈ Mn(R) est dite totalement (strictement) positive si tous ses
mineurs sont strictement positifs.

Pour tester la totale positivité : calculer tous les mineurs? Facile mais long et
redondant.

Idée : utiliser des relations

Exemple : M ∈ M2(R). M =
[

a b
c d

]
5 mineurs : a, b, c, d ,∆. Pas besoin de calculer les 5 pour avoir la totale positivité

Comme ∆ = ad − bc , a = ∆+bc
d ou d = ∆+bc

a , positivité totale avec 4 mineurs.

Famille minimale pour positivité totale : amas, chacun des mineurs : variable de
l’amas.

Ici deux amas : {a, b, c,∆} et {b, c, d ,∆}.

Deux amas di�èrent d’une variable, obtenue comme fraction rationnelle en les
variables de l’autre amas et même plus : polynôme de Laurent
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Algèbres amassées

Formalisation



Graine

Définition

Soit m ≥ n > 0 et F = Q(y1, . . . , ym). Une graine (de type géométrique) dans F est
la paire (x̃ , Γ) :

• un amas x̃ = {x1, . . . , xm} ⊂ F famille algébriquement libre qui engendre F où
• xi , i ≤ n : variables d’amas
• xi , i > n : variables gelées

• carquois Γ : graphe orienté sans 2-cycles, sommets indexés par x̃ , défini aux
flèches entre sommets gelés près

Algèbre amassée : étude de l’ensemble des amas, comment les obtenir à partir
d’une graine ? Opération de mutation :
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Mutation de graine

Mutation d’amas

Mutation de x̃ dans la direction 1 ≤ k ≤ n : µk : (variables gelées non-mutable)

x̃ = {x1, . . . , xk−1, xk , xk+1, . . . , xm} 7→ µk (x̃) = {x1, . . . , xk−1, x∗k , xk+1, . . . , xm}

où

x∗k =

∏
bi,k>0

xi
bi,k +

∏
bi,k<0

xi
−bi,k

xk

où bik = Card{i | (xi → xk ) ∈ Γ} − Card{i | (xk → xi ) ∈ Γ}

xj1 xm1

xj2 xk xp

xj3 xm2

On a x∗k =
xj1 xj2 xj3 + xm1 xm2

xk
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Mutation de graine

Mutation de carquois
On obtient µk (Γ) à partir de Γ par la suite d’opérations suivantes :

1. Pour chaque suite de flèches i → k → j dans Γ, rajouter une flèche i → j dans
µk (Γ)

2. Inverser toutes les flèches adjacentes à xk

3. Supprimer les 2-cycles éventuels

1 2

3

4
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Exemple prototypique

On a deux graines :

2 : b

1 : a 4 : ∆

3 : c

µ1←→

2 : b

1∗ : d 4 : ∆

3 : c

où
d = bc + ∆

a , a = bc + ∆
d
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Autre exemple : A2

x1 x2

1+x2
x1

x2

µ1

1+x2
x1

1+x1+x2
x1x2

µ2

1+x1
x2

1+x1+x2
x1x2

µ1

1+x1
x2

x1

µ2

∼ µ1
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Algèbre amassée

Algèbre amassée

Étant donné une graine (x̃ , Γ) où c est l’ensemble des variables gelées, l’algèbre
amassée associée à (x̃ , Γ) est la sous-Z[c±1]-algèbre de F engendrée par
l’ensemble des variable d’amas obtenus par mutation successives de (x̃ , Γ).

Exemple prototypique

L’algèbre amassée est la sous-Z[b±1, c±1,∆±1]-algèbre de Q(a, b, c, d ,∆)
engendrée par a et d .

Exemple A2

L’algèbre amassée est la sous-algèbre de Q(x1, x2) engendrée par{
x1, x2,

1 + x2

x1
,

1 + x1

x2
,

1 + x1 + x2

x1x2

}
.
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Algèbres amassées

Algèbres amassées associées aux variétés
de Richardson ouvertes



Non-négativité

Définition
Une matrice M ∈ Mn(R) est dite totalement non-négative si chacun de ses
mineurs est positif ou nul.

Dans [FZ99] étude des matrices inversibles totalement positives GLn(R)≥0 par les
cellules de Bruhat doubles (cf après), dans [Lus94] étude de la totale non-négativité
sur les groupes réductifs.

En fait partie totalement non-négative = réunion des parties totalement positives
de chacun des cellules de Bruhat double.

Si Gv,w cellule de Bruhat double : C[Gv,w ] possède une algèbre amassée. Amas =
critère de positivité.

On va élargir cette question.
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Élargissement du cadre

Question initiale : totale non-négativité sur GLn(R) : GLn(R)≥0

Mais GLn(R) ⊂ Mn(R) sous variété a�ne de Gr(2n, n).

Espoir : comprendre Gr(2n, n)≥0 de la même façon que GLn(R)≥0 par stratification.

Aller plus loin : comprendre n’importe quelle variété de drapeaux

Approche utilisée : voir les variétés de drapeaux comme quotients de groupes
algébriques
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Groupes algébriques

G est un C-groupe algébrique simple, simplement connexe, de type A,D ou E de
diagramme de Dynkin associé ∆

H tore maximal, B ⊃ H , sous-groupe de Borel, B− sous-groupe de Borel opposé, N
radical unipotent maximal de B.

Variété de drapeau : X = B−\G

Groupe de Weyl de G : W = NormG (H)/H

Exemple

G = SLn+1(C) ∆ = 1 2 · · · n − 1 n

H matrices diagonales, B matrices triangulaires supérieures, B− matrices
triangulaires inférieures, N matrices unitriangulaires supérieures

X variété de drapeau complets de type An

W groupe de Weyl de type An

(〈s1, . . . , sn | s2
i = e, si si+1si = si+1si si+1, si sj = sjsi si |i − j| > 1〉).
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Groupes algébriques

Comment trouver une stratification adaptée à l’étude de X≥0 ? En faisant comme
avec GLn+1(R)≥0 vu comme G≥0.

G a deux décompositions :

• de Bruhat G =
⊔

w∈W
B−wB−

• de Birkho� G =
⊔

w∈W
B−wB

Quotient π : G → B−\G = X

Image des décompositions :

• Décomposition en cellules de Schubert
G =

⊔
w∈W

Cw =
⊔

w∈W
π(B−wB−)

• Décomposition en cellules de Schubert opposées
G =

⊔
w∈W

Cw =
⊔

w∈W
π(B−wB)

décomposition de X
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Variété de Richardson ouverte

Définition
On appelle variété de Richardson ouverte l’intersection

Rv,w = Cw ∩ C v , v ,w ∈W

On a Rv,w 6= ∅⇔ v ≤ w pour l’ordre de Bruhat.

Dans [FZ99], Fomin et Zelevinsky étudie G≥0 via une structure d’algèbre amassée sur
C[Gv,w ] où Gv,w cellule de Bruhat double (= BvB ∩ B−wB−).

Pareil sur C[Rv,w ] : mais comment définir une algèbre amassée? Graine ? Mais
comment l’obtenir ?
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Catégorification additive



Catégorification additive

Principe
On va associer les éléments de l’algèbre amassée sur C[Rv,w ] à des éléments
d’une catégorie sur laquelle on a une combinatoire équivalente à celle des
algèbres amassées

Quelle catégorie ?

Quelle structure amassée ?
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Catégorification additive

Structure amassée sur mod(Λ)



Construction de Λ

∆ : diagramme de Dynkin du groupe algébrique G et du groupe de Weyl W de type
An,Dn ou En.

Q = (Q0,Q1) carquois : orientation de ∆ Q0 = {1, . . . , n} : ensemble des sommets,
Q1 : ensemble des arêtes

Q : double carquois : pour chaque α ∈ Q1, α∗ parallèle et de sens opposé.

CQ : algèbre des chemins sur Q

c = un élément de CQ
c =

∑
α∈Q1

αα∗ − α∗α

Λ : quotient QQ/(c) : algèbre préprojective, de dimension finie.
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Éléments de mod(Λ)

• mod(Λ) : catégorie des Λ-modules de dimension finie
• Si : Λ-module simple de dimension 1 1:1↔ i ∈ Q0

Catégories Cw et Cv : sous-catégories pleines de mod(Λ), fermées par extensions,
fonctoriellement finies, « modèles catégoriques » de Cw et C v

Si v ≤ w pour l’ordre de Bruhat :

Cv,w = Cv ∩ Cw

Modèle catégorique de Rv,w
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Structure amassée

Analogue en théorie des catégorie de l’algèbre amassée sur les espaces vectoriels
[BIRS09] (Buan, Iyama, Reiten, Scott]. Théorie plus générale que le cas particulier vu
ici.

Graine de C [BIRS09, GLS11]
C sous-catégorie de mod(Λ), fermée par extensions, fonctoriellement finie. V
module C-rigide maximal basique, décomposition facteurs directs
indécomposables : V =

n⊕
i=1

Vi

Graine associée à V :

• Amas x̃ = {V1, . . . ,Vn}
• Facteurs C-projectifs(-injectifs) : variables gelées
• Autres facteurs : variables d’amas

• Carquois : carquois ΓV de l’algèbre EndΛ(V )
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Structure amassée

Mutation de graines de C

• Mutation de carquois Γ = (Γ0, Γ1) : comme d’habitude
• Mutation de modules dans la direction k (Vk non-injectif-projectif) : à l’aide de

suites exactes courtes selon l’entourage du sommet dans le carquois

0→ Vk →
⊕
α∈Γ1

s(α)=k

Vt(α) → V ∗k

0→ V ∗k →
⊕
α∈Γ1

t(α)=k

Vs(α) → Vk

Vj1 Vm1

Vj2 Vk Vp

Vj3 Vm2
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Caractère d’amas

Lien Cw ↔ Cw (et plus généralement mod(Λ)↔ C[N]) passe par le caractère
d’amas : ∀M ∈ mod(Λ), ϕM ∈ C[N].
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Catégorification additive

Structure amassée associée aux variétés
de Richardson ouvertes



Structure amassée associée aux variétés de Richardson ouvertes

Première étape : définir une structure amassée sur Cv,w

Théorème [M. 2021]
Il existe un algorithme explicite permettant de donner une graine pour la structure
amassée de Cv,w à partir d’un représentant réduit w de w et de l’élément v ∈W

Ensuite : prouver que l’image par ϕ d’une graine donne bien une graine de C[Rv,w ]
(conjecture de Leclerc).

Etat : quasiment fini, travaux de Keller, encore une subtilité à lever.
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Principe de l’algorithme

Principe : partir d’une graine G pour Cw (cf après)

et faire une suite de mutations
dictée par la combinatoire de v dans w . Arriver à une graine µ`(v) ◦ · · · ◦ µ1(G) :
garder uniquement les facteurs dans Cv,w : on obtient un module Cv,w -rigide
maximal basique, un amas pour la structure amassée sur Cv,w .

R0 = Vw = (R1,0,R2,0,R3,0,R4,0,R5,0,R6,0)

...

.

.

Quid du carquois? La restriction du carquois convient !
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Détermination de Gw

Point de départ de notre algorithme : une graine de Cw . Pas de moyen de toutes les
décrire mais [GLS11] : description d’une famille de graines : données par les
représentants w .

Modules : détermination des facteurs directs comme sous-modules de modules
projectifs indécomposables. Module V : ⊕ des facteurs directs

Carquois : règle combinatoire pour connaître les flèches
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∆-coordonnées et théorie de Lie



Principe

Pour représenter de façon univoque des modules rigides de mod(Λ) : utilisation
d’un vecteur d’entiers naturels.

Avantages : mutations deviennent de simples calculs d’entiers, l’appartenance à Cw

ou Cv se voit simplement

Inconvénients : traduction mod(Λ)↔ Nn non-triviale
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∆-coordonnées et théorie de Lie

Introduction aux ∆-coordonnées



Définitions

Première définition
Dans la graine Vw on a des inclusions entre facteurs directs : Vk ⊂ Vk+ . Permet de
définir une nouvelle famille de modules : Mk = Vk+/Vk .

Chaque Vj peut-être représenté par sa décomposition en modules (Mk )k . Vecteur
de multiplicité : ∆w -vecteur.

Définition précise
Les modules standards de EndΛ(Vw ) sont les ∆k = Hom(Vw ,Mk ), 1 ≤ k ≤ `(w).
Leurs vecteurs dimensions dimEndΛ(Vw )(∆k ) forment une famille linéairement
indépendante. [GLS11, Sections 10 & 12].

∆w -vecteur de Vk : coordonnées de Hom(Vw ,Vk ) dans la base formée par les
modules standards.

Propriétés
Tout module de Cw possède un ∆w -vecteur pour tout w représentant réduit de w .
[GLS11, Lemme 10.2] Si deux modules rigides indécomposables ont le même
∆w -vecteur alors ils sont isomorphes. [GLS11, Corollaire 12.3]
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Critère d’appartenance

Remarque : Cw0 = mod(Λ) = Cw0 . ẇ = [ir , . . . , i`(w)+1, i`(w), . . . , i1︸ ︷︷ ︸
w

] représentant réduit

de w0. De même pour v̇ .

Critère d’appartenance [M.]
M rigide indécomposable

M ∈ Cw ⇔ ∆ẇ (M) = [n1, . . . , n`(w), 0, . . . , 0]

M ∈ Cv ⇔ ∆v̇ (M) = [0, . . . , 0, n`(v)+1, . . . , nr ]

Remarque : algorithme de détermination : algorithme glouton partant de Vw ∈ Cw et
supprimant les premières coordonnées des ∆v̇ -vecteurs
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Problème : détermination initiale

Critère d’appartenance : besoin d’un représentant de w0 obtenu à partir de w et un à
partir de v .

Calcul de ∆w (Vw ) : facile, simple règle combinatoire (provient de la définition).

Calcul de ∆ẇ (Vw ) : rajouter r − `(w) zéros à droite.

Calcul de ∆v (Vw ) : n’a pas de sens.

Calcul de ∆v̇ (Vw ) : on ne sait a priori pas faire.

Façon "simple" d’avoir le résultat : v̇ et ẇ deux représentants de w0 : suite de
mouvements de réécritures élémentaires v̇  ẇ [Mat64]. Si ẇ  v̇ par un 2 ou
3-mouvement : formule pour exprimer ∆v̇ en fonction de ∆ẇ [BKT14, SSVZ00].
Ensuite : itération pas par pas

Avantage : tout le vecteur est calculé. Inconvénient : pas de formule close⇒ besoin
d’une autre méthode.
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Ensuite : itération pas par pas

Avantage : tout le vecteur est calculé. Inconvénient : pas de formule close⇒ besoin
d’une autre méthode.

26/32



Problème : détermination initiale

Critère d’appartenance : besoin d’un représentant de w0 obtenu à partir de w et un à
partir de v .

Calcul de ∆w (Vw ) : facile, simple règle combinatoire (provient de la définition).
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mouvements de réécritures élémentaires v̇  ẇ [Mat64]. Si ẇ  v̇ par un 2 ou
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Ensuite : itération pas par pas

Avantage : tout le vecteur est calculé. Inconvénient : pas de formule close⇒ besoin
d’une autre méthode.

26/32



∆-coordonnées et théorie de Lie

Lien avec la théorie des représentations
des algèbres de Lie



Polytopes

Polytope de Harder-Naramsimhan
L’enveloppe convexe des vecteurs dimensions de l’ensemble des sous-modules de
M ∈ mod(Λ) forme un polytope appelé polytope de Harder-Naramsimhan de M ,
noté Pol(M).
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Polytopes

Par exemple pour M de décomposition de socle M = 2
1 3

2

Sous-module 0 2 1
2

3
2

1 3
2

2
1 3

2
Vecteur dimension (0,0,0) (0,1,0) (1,1,0) (0,1,1) (1,1,1) (1,2,1)

(0, 0, 0)

(1, 2, 1)
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Polytopes

Donnée GGMS
g algèbre de Lie semi-simple de type A,D ou E, de sous-algèbre de Cartan h et de
groupe de Weyl associé W .

Une collection µ• = (µw )w∈W d’éléments de hR est dite de
Gelfand-Goresky-MacPherson-Serganova si elle vérifie :

µw − µsi w ∈ N(w−1 · hi ), ∀w ∈W , i ∈ I

Etant donné w0 = [ir , . . . , i1] réduit, et w = sik−1 . . . si1 , on définit l’entier nw0
k

vérifiant
µw − µsik w = nw0

k (si1 · · · sik−1 hik )

Si on regarde le polytope formé par l’enveloppe convexe de µ• (pseudo-polytope
de Weyl), c’est la longueur de l’arête entre les sommets w et sik w .
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Polytopes

Donnée de Mirković-Vilonen
Une donnée GGMS est dite de Mirković-Vilonen si elle vérifie de plus les conditions
suivantes. Pour tout représentants réduits w0,1 = [ir , . . . , i1] et w0,2 = [jr , . . . , j1]

• si w0,1 et w0,2 di�èrent d’un 2-mouvement (ik+1 = jk et ik = jk+1) alors :

nw0,1
k = nw0,2

k+1 , nw0,1
k+1 = nw0,2

k , nw0,1
l = nw0,2

l ∀l /∈ {k, k + 1}

• si w0,1 et w0,2 di�èrent d’un 3-mouvement (ik+1 = jk = jk+2 et ik = ik+2 = jk+1)
alors :

nw0,1
k = nw0,2

k+1 + nw0,2
k+2 −min(nw0,2

k , nw0,2
k+2 ), nw0,1

k+2 = nw0,2
k + nw0,2

k+1 −min(nw0,2
k , nw0,2

k+2 )

nw0,1
k+1 = min(nw0,2

k , nw0,2
k+2 ), nw0,1

l = nw0,2
l ∀l /∈ {k, k + 1, k + 2}
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Polytopes

e

w

sik w sjk w

sik+1 · · · si1 = sjk+1 · · · sj1

w0

n
w0,1
k n

w0,2
k

n
w0,1
k+1 n

w0,2
k+1

e

w

sik w sjk w

sik+1 sik w sjk+1 sjk w

sik+2 sik+1 sik w

w0

n
w0,1
k n

w0,2
k

n
w0,1
k+1 n

w0,2
k+1

n
w0,1
k+2 n

w0,2
k+2
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Des modules aux polytopes de Mirković-Vilonen

Le cristal B(∞)

B(∞) est le cristal de U−q (g), partie négative de l’algèbre universelle
enveloppante quantifiée.

L’ensemble B

Soit Λ(ν) la variété nilpotente de Lusztig de vecteur dimension ν. On note B(ν)
l’ensemble des composantes irréductibles de Λ(ν) et

B :=
⊔

ν∈NQ0

B(ν)

On a identification entre les isoclasses de modules rigides de mod(Λ) et les
éléments de B. [GLS11, Corollaire 2.2]
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Des modules aux polytopes de Mirković-Vilonen

Des modules aux cristaux [KS97, Lus90]
B a une structure de cristal et il existe un isomorphisme de cristaux :

Φ : B(∞) → B

b 7→ Λb

Des cristaux aux polytopes de Mirković-Vilonen [BKT14]

L’application Pol : mod(Λ) → HN
M 7→ Pol(M)

prend une valeur générique sur

chaque élément T ∈ B conduisant à définir pour tout b ∈ B(∞) une application
Ψ : B(∞) 7→ MV(∞) telle que si Φ(b) = T , Ψ(b) = Pol(X) où X ∈ T . Cela donne
l’isomorphisme de cristal Ψ ◦ Φ−1 : B→ MV(∞).
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En pratique

Lien module indécomposable↔ polytope de Mirković-Vilonen
L(λ) représentation irréductible de g, base cristaline B(λ)” ⊂ ”B(∞).

Vecteurs de points extrémaux de L(λ) : éléments de l’orbite W · λ.

À (λ,w), Naito-Sagaki [NS09, Theorem 4.15] associent un polytope MV. À la même
donnée, Geiss, Leclerc, Schröer [GLS11, Proposition 9.1] associent le vecteur Vk .

En combinant les deux : les ∆-vecteurs de Vk sont donnés par les longueurs des
arêtes du polytope MV associé.

Caractérisation obtenue
Pour tout représentant v̇ 6= ẇ , on peut déterminer les `(v) premières coordonnées
de ∆v̇ (Vẇ,k ) à partir de la combinatoire de v dans w .
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En pratique

Utilité pour l’algorithme
Donne la donnée de départ pour appliquer l’algorithme glouton

La formulation générale des `(v) premières coordonnées des modules au cours de
l’algorithme est une généralisation de leur description initiale.

Description initiale :
fmin(k) ≤ j ≤ f (k)

Description générale :

fmin(k)α(k,m)⊕ ≤ j ≤ f (kα(k,m)+)
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Questions
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Computation example

Un petit exemple.
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https://plmdatahub.math.cnrs.fr/user/etienne.menard@univ-grenoble-alpes.fr/lab/tree/Exemple%20TLAG.ipynb
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