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L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Introduction
Algèbres de Hecke.

1 k : un corps fini.

2 G(k) : un groupe de Chevalley
3 B(k) : un sous groupe de Borel de G(k).
4 T : tore maximal.
5 (W ,S) : groupe de Weyl.
6 R anneau commutatif.
7 H(G(k)) = R[B(k)/G(k)/B(k)], muni d’un produit de

convolution ∗ des fonctions .
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1 Exemple :q = pn, k = Fq, G(k) = GLn(Fq).

B(k) = { matrices triangulaires supérieures inversibles }
2 Hn(q) ∶= {Φ ∶ GLn(Fq)→ R ∣∀g ∈ GLn(Fq), ∀ (b1,b2) ∈

B(k)2 ,Φ(b−1
1 gb2) = Φ(g)},

3 (Φ1,Φ2) ∈ Hn(q), ∀g ∈ GLn(Fq),

Φ1 ∗Φ2(g) =
1

∣B(k)∣ ∑
g1g2=g

Φ1(g1)Φ2(g2)

.
4 G(k) = ⊔w∈W B(k)wB(k)
5 Hn(q) admet pour base la famille (Tw)w∈Sn des fonctions

caractéristiques des doubles-classes B(k)wB(k), w ∈Sn.
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Introduction

Théorème
1 q une indéterminée où q ∈ C, n ∈ N∗. L’algèbre de Hecke

Hn(q) admet une présentation comme R(q)-algèbre par les
générateurs Tsi (1 ≤ i ≤ n − 1) et les relations :

2 (Tsi − q)(Tsi + 1) = 0, ∀ i ∈ {1, . . . ,n − 1}
3 TsiTsi+1Tsi = Tsi+1TsiTsi+1 , ∀ i ∈ {1, . . . ,n − 2}
4 TsiTsj = TsjTsi , ∀ i , j tel que ∣i − j ∣ ≥ 2.
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Algèbre de Yokonuma-Hecke.

1 k corps fini.

2 G(k) groupe de Chevalley.
3 B(k) sous groupe de Borel de G(k).
4 T tore maximal.
5 (W ,S) : groupe de Weyl.
6 U(k) : radical unipotent de G(k).
7 G = R[U(k)/G(k)/U(k)] : Algèbre de Yokonuma-Hecke.
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Introduction
Yokonuma-Hecke en type A.

Définition (Algèbre de Yokonuma-Hecke de type A)

Soient d ∈ N et u ∈ C ∖ {0}. On note Gd ,n(u) cette algèbre.
Générateurs : h1, . . . ,hl−1 et a1, . . . , al . Relations :

1 hihi+1hi = hi+1hihi+1, ∀ i ∈ {1, . . . ,n − 1}
2 hihj = hjhi , ∀ ∣i − j ∣ ≥ 2
3 aiaj = ajai , ∀ i , j

4 hiaj = asi(j)hi , ∀ i , j avec si = (i , i + 1)
5 adi = 1, ∀ i

6 h2
i = 1 + (u − 1)ei(1 + hi) où

ei ,j = 1
u −∑

d−1
s=0 asi a

−s
j , i ≠ j , 1 ≤ j , i ≤ n

La sous algèbre de Gd ,n(u) engendrée par les (ai) et les (ei) est
l’algèbre Braids and Ties BTn (Juyumaya et Aicardi).
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introduction

Remarque
Marin montre que BTn peut être vu comme une extension de
l’algèbre de Hecke de type A par le treillis des sous groupe de
réflexions de Sn.
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Introduction
L’algèbre CW .

Définition (M, 2016)

Soit (S ,W ) groupe de Coxeter fini. R l’ensemble de ses réflexions.
On pose u = (us)s∈S tel que si s1 ∼ s2 alors us1 = us2 . L’algèbre
CW (u) est la k-algèbre définie par générateurs (gs , et)s∈S ,t∈R et
relations :

1 gsgtgs . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mst

= gtgsgt . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mst

pour s, t ∈ S .

2 e2
t = et pour tout t ∈R.

3 et1et2 = et2et1 pour tout t1, t2 ∈R
4 etet1 = etett1t−1 pour tout t, t1, t2 ∈R
5 gset = estsgs pour tout s ∈ S et t ∈R
6 g2

s = 1 + (us − 1)es(1 + gs) pour tout s ∈ S
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Introduction

Proposition (I.Marin, 2016)

Soit (W ,S) un système de Coxeter. L’application gs ↦ Ts , es ↦ 1
induit un morphisme surjectif d’algèbres, p ∶ CW (u)↠ H(W ).

Marin étend la définition de CW aux groupes de réflexions
complexes finis.
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

1 dimC(V ) < +∞.

2 W < GL(V ), ∣W ∣ < +∞.
3 R ∶= {s ∈W ∣codim(V s) = 1}
4 A ∶= {Ker(s − 1) =∶ H ∣s ∈R}
5 X ∶= V ∖⋃A
6 H ∈ A, (kH,j)j∈{0,...,mH−1}, mH ∶= ∣FixW (H)∣. Pour tout w ∈W ,

kw(H),j = kH,j .
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Groupe de tresse complexe

B(W ) ∶= π1( X
W )

Réflexion tressées :

x0
B(x0,m)

x

x̃

H

sH(x̃)

sH(x)
γ

sH (γ−1)

γ0

γ0(t) ∶= e
2πit
mH pD(x) + pH(x). σH ∶= [sH(γ−1) ○ γ0 ○ γ]

H(W ) ∶= CB(W )/ < (σmH
H = ∑mH−1

j=0 kH,jσ
j
H) >
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C(L,W ) est une extension de H(W ) par l’algèbre CL.

Soit (L,∨) un treillis fini. Son algèbre de Möbius CL est un
C-module libre, dont une base est eλ, λ ∈ L et eλ.eµ = eλ∨µ.

Soit
L(A) l’ensemble des intersection d’éléments de A. C’est un
treillis : P1 ∨P2 = P1 ∩P2. Son algèbre de Möbius est engendrée par
e{H}, H ∈ A.
L(A) ≃ Lp où Lp est le treillis des sous groupes paraboliques de W .
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J

où J ∶=< σmH
H − 1 = QsH (σH)eH , H ∈ A >,
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j − 1
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4 X0 ∶= V ∖⋃A0
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Extension de l’algèbre H(W0) par l’algèbre de Hecke de
NW (W0).

1 NW (W0) normalisateur de W0 dans W .
2 B̂0 ∶= π1( X

NW (W0))

Définition

H(W0,W ) ∶= CB̂0

J

où J =< σmH
H = 1, H ∈ A ∖A0∣σmH

H = ∑mH−1
j=0 kH,jσ

j
H ,H ∈ A0 >, σH

est une réflexion tressée.

Théorème (I.Marin, 2017)

On a un isomorphisme de C-algèbres :

C(L,W ) ≃ ⊕
[W0]∈L/W

Mat∣[W0]∣(H(W0,W ))
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Plan :

1 L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

2 Foncteurs KZ0 et K̃Z
Le foncteur de localisation .
Équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.
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2 I est engendré par
1 [x , x ′] = 0,∀ x , x ′ ∈ (V ∗)2

2 [y , y ′] = 0∀ y , y ′ ∈ V 2

3 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A0

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γH

4 t = 1
3 A(W0,W )reg ≃ C[X ]⊗C[V ] A(W0,W ) (δ =∏H∈A αH ,

X = V ∖ Z(δ))
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L’algèbre de Cherednik de la paire (L,W )
Définition

1 At(L,W ) ∶ C[V ]⊗CL⊗CW ⊗C[V ∗] comme C-espace
vectoriel.

2 w .x = w(x).w , ∀ x ∈ V ∗, ∀w ∈W
3 w .y = w(y).w , ∀w ∈W , ∀ y ∈ V .
4 [y , y ′] = 0 ,∀ (y , y ′) ∈ V 2.
5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1
2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )
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5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1
2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’algèbre de Cherednik de la paire (L,W )
Définition

1 At(L,W ) ∶ C[V ]⊗CL⊗CW ⊗C[V ∗] comme C-espace
vectoriel.

2 w .x = w(x).w , ∀ x ∈ V ∗, ∀w ∈W
3 w .y = w(y).w , ∀w ∈W , ∀ y ∈ V .
4 [y , y ′] = 0 ,∀ (y , y ′) ∈ V 2.
5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1
2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’algèbre de Cherednik de la paire (L,W )
Définition

1 At(L,W ) ∶ C[V ]⊗CL⊗CW ⊗C[V ∗] comme C-espace
vectoriel.

2 w .x = w(x).w , ∀ x ∈ V ∗, ∀w ∈W
3 w .y = w(y).w , ∀w ∈W , ∀ y ∈ V .
4 [y , y ′] = 0 ,∀ (y , y ′) ∈ V 2.
5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1
2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’algèbre de Cherednik de la paire (L,W )
Définition

1 At(L,W ) ∶ C[V ]⊗CL⊗CW ⊗C[V ∗] comme C-espace
vectoriel.

2 w .x = w(x).w , ∀ x ∈ V ∗, ∀w ∈W
3 w .y = w(y).w , ∀w ∈W , ∀ y ∈ V .
4 [y , y ′] = 0 ,∀ (y , y ′) ∈ V 2.
5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1

2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’algèbre de Cherednik de la paire (L,W )
Définition

1 At(L,W ) ∶ C[V ]⊗CL⊗CW ⊗C[V ∗] comme C-espace
vectoriel.

2 w .x = w(x).w , ∀ x ∈ V ∗, ∀w ∈W
3 w .y = w(y).w , ∀w ∈W , ∀ y ∈ V .
4 [y , y ′] = 0 ,∀ (y , y ′) ∈ V 2.
5 [x , x ′] = 0 ,∀ (x , x ′) ∈ (V ∗)2.

6 [y , x] = t.x(y) + ∑
H∈A

αH(y)x(vH)
αH(vH)

γHeH , pour tout

(y , x) ∈ V ×V ∗

7 [eH , eH′] = 0 pour tout (H,H ′) ∈ A ×A

1 t = 1
2 A(L,W )reg ∶= C[X ]⊗C[V ] A(L,W )



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam Ty

Proposition (MG, 2020)

On a une 1-forme différentielle NW (W0)-équivariante et intégrable

ω0 ∶= ∑
H∈A0

aH
dαH

αH
∈ Ω1(X )⊗CW0

où aH ∶= ∑mH−1
j=0 mHkH,jεH,j ∈ CW0.

∇0 ∶= ω0 + d

Définition
La dérivation covariante de ∇0 le long y ∈ V est
Ty ∶= ∂y +∑H∈A0

αH(y)
αH

aH ∈ D(X ) ⋊NW (W0)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam Ty

Proposition (MG, 2020)

On a une 1-forme différentielle NW (W0)-équivariante et intégrable

ω0 ∶= ∑
H∈A0

aH
dαH

αH
∈ Ω1(X )⊗CW0

où aH ∶= ∑mH−1
j=0 mHkH,jεH,j ∈ CW0.

∇0 ∶= ω0 + d

Définition
La dérivation covariante de ∇0 le long y ∈ V est
Ty ∶= ∂y +∑H∈A0

αH(y)
αH

aH ∈ D(X ) ⋊NW (W0)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam Ty

Proposition (MG, 2020)

On a une 1-forme différentielle NW (W0)-équivariante et intégrable

ω0 ∶= ∑
H∈A0

aH
dαH

αH
∈ Ω1(X )⊗CW0

où aH ∶= ∑mH−1
j=0 mHkH,jεH,j ∈ CW0.

∇0 ∶= ω0 + d

Définition
La dérivation covariante de ∇0 le long y ∈ V est
Ty ∶= ∂y +∑H∈A0

αH(y)
αH

aH ∈ D(X ) ⋊NW (W0)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam Ty

Proposition
1 Pour tout (y , y ′) ∈ V 2, [Ty ,Ty ′] = 0
2 Pour tout g ∈ NW (W0) et pour tout y ∈ V , g .Ty .g

−1 = Tg(y).



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam T̃y

Proposition (I.Marin, 2019)

On a une 1-forme différentiel, W -equivariante et intégrable
ω̃ ∶= ∑H∈A

dαH
αH

aHeH ∈ Ω1(X )⊗CL⊗CW

∇̃ ∶= ω̃ + d

Définition

La dérivation covariante de ∇̃ le long y ∈ V est
T̃y ∶= ∂y +∑H∈A

αH(y)
αH

aHeH ∈ (D(X )⊗CL) ⋊W



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam T̃y

Proposition (I.Marin, 2019)

On a une 1-forme différentiel, W -equivariante et intégrable
ω̃ ∶= ∑H∈A

dαH
αH

aHeH ∈ Ω1(X )⊗CL⊗CW

∇̃ ∶= ω̃ + d

Définition

La dérivation covariante de ∇̃ le long y ∈ V est
T̃y ∶= ∂y +∑H∈A

αH(y)
αH

aHeH ∈ (D(X )⊗CL) ⋊W



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam T̃y

Proposition (I.Marin, 2019)

On a une 1-forme différentiel, W -equivariante et intégrable
ω̃ ∶= ∑H∈A

dαH
αH

aHeH ∈ Ω1(X )⊗CL⊗CW

∇̃ ∶= ω̃ + d

Définition

La dérivation covariante de ∇̃ le long y ∈ V est
T̃y ∶= ∂y +∑H∈A

αH(y)
αH

aHeH ∈ (D(X )⊗CL) ⋊W



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Opérateur de Dunkl-Opdam T̃y

Proposition

1 Pour tout y , y ′ ∈ V 2, [T̃y , T̃y ′] = 0
2 Pour tout y ∈ V et g ∈W , g .T̃y .g

−1 = T̃g(y)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Plongement de Dunkl

Théorème
1 On a un morphisme injectif d’algèbres

Φ ∶ A(W0,W ) Ð→ D(X ) ⋊NW (W0)
x ∈ V ∗ z→ x
y ∈ V z→ Ty

g ∈ NW (W0) z→ g

2 Après localisation Φreg ∶ A(W0,W )reg ≃ D(X ) ⋊NW (W0)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Plongement de Dunkl

Théorème
1 On a un morphisme injectif d’algèbres

Φ ∶ A(W0,W ) Ð→ D(X ) ⋊NW (W0)
x ∈ V ∗ z→ x
y ∈ V z→ Ty

g ∈ NW (W0) z→ g

2 Après localisation Φreg ∶ A(W0,W )reg ≃ D(X ) ⋊NW (W0)



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Plongement de Dunkl

Théorème
1 On a un morphisme injectif d’algèbres

Φ ∶ A(L,W ) → (D(X )⊗CL) ⋊W
x ∈ V ∗ z→ x

y ∈ V z→ T̃y

g ∈W z→ g
eλ ∈ CL z→ eλ

2 Après localisation Φreg ∶ A(L,W )reg ≃ (D(X )⊗CL) ⋊W



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Plongement de Dunkl

Théorème
1 On a un morphisme injectif d’algèbres

Φ ∶ A(L,W ) → (D(X )⊗CL) ⋊W
x ∈ V ∗ z→ x

y ∈ V z→ T̃y

g ∈W z→ g
eλ ∈ CL z→ eλ

2 Après localisation Φreg ∶ A(L,W )reg ≃ (D(X )⊗CL) ⋊W



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

1 M ∈ A(W0,W )-mod( resp. A(L,W )-mod) est localement
nilpotent pour l’action de C[V ∗] : ∀m ∈M, ∃N > 0 tel que
C[V ∗]>N .m = 0.

2 La catégorie des modules localement nilpotents pour l’action
C[V ∗] est une sous catégorie de Serre de A(W0,W )-modules(
resp. A(L,W )-modules) .



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

1 M ∈ A(W0,W )-mod( resp. A(L,W )-mod) est localement
nilpotent pour l’action de C[V ∗] : ∀m ∈M, ∃N > 0 tel que
C[V ∗]>N .m = 0.

2 La catégorie des modules localement nilpotents pour l’action
C[V ∗] est une sous catégorie de Serre de A(W0,W )-modules(
resp. A(L,W )-modules) .



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition (Elément d’Euler)

Soit B base de V .

eu0 ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A0

aH

Proposition
1 [eu0, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [eu0, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [eu0,w] = 0, ∀w ∈ NW (W0)

eu0 induit une graduation intérieur sur A(W0,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(W0,W )∣[eu0, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition (Elément d’Euler)

Soit B base de V .

eu0 ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A0

aH

Proposition
1 [eu0, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [eu0, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [eu0,w] = 0, ∀w ∈ NW (W0)

eu0 induit une graduation intérieur sur A(W0,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(W0,W )∣[eu0, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition (Elément d’Euler)

Soit B base de V .

eu0 ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A0

aH

Proposition
1 [eu0, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [eu0, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [eu0,w] = 0, ∀w ∈ NW (W0)

eu0 induit une graduation intérieur sur A(W0,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(W0,W )∣[eu0, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )
Élément d’Euler.

Définition (Elément d’Euler)

Soit B une base de V .

ẽu ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A

aHeH

Proposition
1 [ẽu, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [ẽu, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [ẽu,w] = 0, ∀w ∈W
4 [ẽu, eH] = 0, ∀H ∈ A

ẽu induit une graduation intérieur sur A(L,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(L,W )∣[ẽu, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )
Élément d’Euler.

Définition (Elément d’Euler)

Soit B une base de V .

ẽu ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A

aHeH

Proposition
1 [ẽu, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [ẽu, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [ẽu,w] = 0, ∀w ∈W
4 [ẽu, eH] = 0, ∀H ∈ A

ẽu induit une graduation intérieur sur A(L,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(L,W )∣[ẽu, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )
Élément d’Euler.

Définition (Elément d’Euler)

Soit B une base de V .

ẽu ∶= ∑
y∈B

y∗.y − ∑
H∈A

aHeH

Proposition
1 [ẽu, x] = x , ∀ x ∈ V ∗

2 [ẽu, y] = −y , ∀ y ∈ V
3 [ẽu,w] = 0, ∀w ∈W
4 [ẽu, eH] = 0, ∀H ∈ A

ẽu induit une graduation intérieur sur A(L,W ),
Ai ∶= {a ∈ A(L,W )∣[ẽu, a] = ia}, ∀ i ∈ Z.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’élément ∑H∈A0 aH ∈ Z(CNW (W0)), donc ∑H∈A0 aH agit par
multiplication par un scalaire cE sur tout E ∈ Irr(CNW (W0)).

Définition (Ordre sur partiel sur Irr(CL ⋊W ) et Irr(NW (W0)))
On définit un ordre partiel sur Irr(NW (W0)) par E < F si
cF − cE ∈ Z>0.
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

L’élément ∑H∈A aHeH ∈ Z(CL ⋊W ), donc ∑H∈A aHeH agit par
multiplication par un scalaire cE sur tout E ∈ Irr(CL ⋊W ).

Définition (Ordre sur partiel sur Irr(CL ⋊W ) et Irr(NW (W0)))
On définit un ordre partiel sur Irr(CL ⋊W ) par E < F si
cF − cE ∈ Z>0.



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition
1 Sous catégorie pleine des A(W0,W )-modules (resp.

A(L,W )-modules) de type fini

2 Localement nilpotent pour l’action de C[V ∗]
3 M ≃⊕α∈CWα(M),
Wα(M) ∶= {m ∈M ∣∃n ∈ N, (eu0 −α)n.m = 0} (resp. ⊕α∈C ẽu-
espace caractéristique)

La catégorie O(W0,W ) (resp. O(L,W )) est une sous catégorie de
Serre de A(W0,W )-module (resp. A(L,W )-mod).
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition
1 Sous catégorie pleine des A(W0,W )-modules (resp.

A(L,W )-modules) de type fini
2 Localement nilpotent pour l’action de C[V ∗]

3 M ≃⊕α∈CWα(M),
Wα(M) ∶= {m ∈M ∣∃n ∈ N, (eu0 −α)n.m = 0} (resp. ⊕α∈C ẽu-
espace caractéristique)

La catégorie O(W0,W ) (resp. O(L,W )) est une sous catégorie de
Serre de A(W0,W )-module (resp. A(L,W )-mod).



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition
1 Sous catégorie pleine des A(W0,W )-modules (resp.

A(L,W )-modules) de type fini
2 Localement nilpotent pour l’action de C[V ∗]
3 M ≃⊕α∈CWα(M),
Wα(M) ∶= {m ∈M ∣∃n ∈ N, (eu0 −α)n.m = 0} (resp. ⊕α∈C ẽu-
espace caractéristique)

La catégorie O(W0,W ) (resp. O(L,W )) est une sous catégorie de
Serre de A(W0,W )-module (resp. A(L,W )-mod).



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition
1 Sous catégorie pleine des A(W0,W )-modules (resp.

A(L,W )-modules) de type fini
2 Localement nilpotent pour l’action de C[V ∗]
3 M ≃⊕α∈CWα(M),
Wα(M) ∶= {m ∈M ∣∃n ∈ N, (eu0 −α)n.m = 0} (resp. ⊕α∈C ẽu-
espace caractéristique)

La catégorie O(W0,W ) (resp. O(L,W )) est une sous catégorie de
Serre de A(W0,W )-module (resp. A(L,W )-mod).
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Opérateur de Dunkl-Opdam
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Les catégories O(W0,W ) et O(L,W ).
Objet standard

Proposition

E ∈ Irr(CL ⋊W ), ∆(E) ∶= Ind
A(L,W )
(C[V ∗]⊗CL)⋊WE .

∆(E) ≃ C[V ]⊗ E , ((C[V ]⊗CL) ⋊W -mod),

E ∈ Irr(NW (W0)), ∆(E) ∶= Ind
A(W0,W )
C[V ∗]⋊NW (W0)E

∆(E) ≃ C[V ]⊗ E , (C[V ] ⋊NW (W0))-module
∆(E) admet une tête simple L(E), pour tout
E ∈ Irr(CL ⋊W ), (resp. E ∈ Irr(NW (W0)))
L(E) admet une couverture projective P(E), pour tout
E ∈ Irr(CL ⋊W ), (resp. E ∈ Irr(NW (W0))).
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Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Puisque,
Les ensembles Irr(NW (W0)) et Irr(CL ⋊W ) sont
partiellement ordonnés.

L’ensemble Λ ∶= {L(E)∣E ∈ Irr(NW (W0))( resp. Irr(CL⋊W )}
est un ensemble complet d’objets simple, non isomorphe de
O(W0,W ) (resp. O(L,W )).
Il existe une famille d’objets standards
{∆(E)∣E ∈ Irr(NW (W0))( resp. ∈ Irr(CL ⋊W ))} de
O(W0,W )( O(L,W )) avec φE ∶ ∆(E)↠ L(E) tel que pour
tout facteur de composition L(F ) de Ker(φE) satisfait F < E
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Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Puisque,
Les ensembles Irr(NW (W0)) et Irr(CL ⋊W ) sont
partiellement ordonnées.
L’ensemble Λ ∶= {L(E)∣E ∈ Irr(NW (W0))( resp. Irr(CL⋊W )}
est un ensemble complet d’objets simple, non isomorphe de
O(W0,W ) (resp. O(L,W )).
Chaque objet L(E) admet une couverture projective P(E).
Chaque P(E) admet une filtration standard :
0 = P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn = P(E) tel que Pn

Pn−1
≃ ∆(E) et

Pi
Pi−1

≃ ∆(F ) avec F > E



L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Théorème
Le triplé (O(W0,W ), Irr(NW (W0)),<) est une catégorie de plus
haut poids.

Le triplé (O(L,W ), Irr(CL⋊W ),<) est une catégorie de plus haut
poids.
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Théorème
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Foncteurs KZ0 et K̃Z .

But : On cherche à construire deux foncteurs
O(W0,W )→ H(W0,W )-modf .d et O(L,W )→ C(L,W )-modf .d .

Définition (foncteur de localisation)

Loc ∶ A(W0,W )-mod Ð→ A(W0,W )reg -mod
M z→ Mreg ∶= A(W0,W )reg ⊗A(W0,W ) M

M ∈ A(W0,W )-mod, Mtor ∶= {m ∈M ∣∃N > 0, δN .m = 0}.
(A(W0,W )-mod)tor ∶= {M ∈ A(W0,W )-mod∣Mtor =M}.
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Frame Title

O(W0,W )tor ∶= O(W0,W ) ∩ (A(W0,W )-mod)tor : sous catégorie
de Serre de A(W0,W )-mod.

Proposition
Le foncteur de localisation induit un foncteur pleinement fidéle :

O(W0,W )
O(W0,W )tor

→ A(W0,W )reg -mod
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Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition (foncteur de localisation)

Loc ∶ A(L,W )-mod Ð→ A(L,W )reg -mod
M z→ Mreg ∶= A(L,W )reg ⊗A(L,W ) M

M ∈ A(L,W )-mod, Mtor ∶= {m ∈M ∣∃N > 0, δN .m = 0}.

(A(L,W )-mod)tor ∶= {M ∈ A(L,W )-mod∣Mtor =M}.
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Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Définition (foncteur de localisation)

Loc ∶ A(L,W )-mod Ð→ A(L,W )reg -mod
M z→ Mreg ∶= A(L,W )reg ⊗A(L,W ) M
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Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

O(L,W )tor ∶= O(L,W ) ∩ (A(L,W )-mod)tor : sous catégorie de
Serre de A(L,W )-mod.

Proposition
Le foncteur de localisation induit un foncteur pleinement fidèle :

O(L,W )
O(L,W )tor

→ A(L,W )reg -mod
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Opérateur de Dunkl-Opdam
Les catégories O(W0,W ) et O(L,W )

Foncteurs KZ0 et K̃Z .

1 Par le plongement de Dunkl, on obtient une équivalence de
catégories : A(W0,W )reg -mod→ D(X ) ⋊NW (W0)-mod

2 D(X ) ⋊NW (W0)-mod est équivalente à D(X )NW (W0)-mod
3 D(X )NW (W0)? ≃?D(X /NW (W0))

Soit k un corps algébriquement clos et de caractéristique 0. Soit A
une k-algèbre, de type fini et réduite.
Soit G un groupe fini agissant sur A par automorphismes.

Théorème (Cannings Holland, 1994)

Si G agit sans point fixe sur Spec(A) alors D(A)G ≃ D(AG)

ALors D(X /NW (W0)) ≃ D(X )NW (W0).
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L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Le foncteur de localisation .
Équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.

Foncteurs KZ0 et K̃Z

1 Structure de D(X ) ⋊NW (W0)-module : Sur les objets
standards ∆(E)reg , E ∈ Irr(NW (W0)).
T o
y agit sur ∆(E)reg . Soit P ⊗ v ∈ ∆(E)reg ,

∇o
y(P ⊗ v) ∶= ∂yP ⊗ v + ∑

H∈A0

αH(y)
αH

mH−1

∑
j=0

mHkH,j(P ⊗ εH,jv)

Proposition
∇o

y est une connexion plate à singularités régulières sur V .
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Foncteurs KZ0 et K̃Z

Le foncteur de localisation .
Équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.

Foncteurs KZ0 et K̃Z

1 Structure de (D(X )⊗CL) ⋊W -module : Sur les objets
standards ∆(E)reg , E ∈ Irr(CL ⋊W ).
T̃y agit sur ∆(E)reg . Soit P ⊗ v ∈ ∆(E)reg ,

∇y(P ⊗ v) ∶= ∂yP ⊗ v + ∑
H∈A

αH(y)
αH

mH−1

∑
j=0

mHkH,j(P ⊗ εH,jv)eH

Proposition
∇y est une connexion plate à singularités régulières sur V .
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Le foncteur de localisation .
Équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.

Foncteurs KZ0 et K̃Z

On peut appliquer l’équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.
On obtient O(W0,W )

O(W0,W )tor → Cπ1(X /NW (W0))-modf .d ,

M ↦ (((Mreg)NW (W0))an)∇
L’action par monodromie Cπ1(X /NW (W0)) factorise à travers
H(W0,W ).

Théorème

Le foncteur KZ0 ∶ O(W0,W )
O(W0,W )tor → H(W0,W )-modf .d est une

équivalence de catégories.
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L’algèbre de Cherednik de NW (W0) et de la paire (L,W )
Foncteurs KZ0 et K̃Z

Le foncteur de localisation .
Équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.

On peut appliquer l’équivalence de Riemann-Hilbert-Deligne.

On
obtient O(L,W )

O(L,W )tor → Cπ1(X /W ) ⋉CL-modf .d ,
M ↦ (((Mreg)W )an)∇
L’action par monodromie B(W ) ⋉CL factorise à travers C(L,W ).

Théorème

Le foncteur K̃Z ∶ O(L,W )
O(L,W )tor → C(L,W )modf .d est une équivalence

de catégories.
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Merci pour votre attention.
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